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Avant-Propos

Dans le domaine exigeant du Génie civil, les mathématiques jouent un réle essentiel, fournissant les
outils nécessaires a la compréhension et a la résolution de problémes complexes. Pour les étudiants
en BUT Génie civil — Construction durable, consolider leurs bases en mathématiques appliquées est
une étape cruciale dans leur formation.

Cet ouvrage, congu avec une attention particuliére a la rigueur et a la clarté, vise a accompagner les
étudiants tout au long de leur parcours académique. En rassemblant des rappels de cours clairs et des
exercices résolus et détaillés, il offre un support méthodique pour aborder les concepts fondamentaux
et leur application pratique dans le domaine du Génie civil.

Ce livre constitue le troisiéme volet d'une série de trois ouvrages destinés aux étudiants en premiére,
deuxieme et troisiéme année du BUT Génie civil - Construction durable. Chaque ouvrage est congu
pour correspondre au niveau spécifique de I'étudiant et pour fournir une progression cohérente dans
I'apprentissage des mathématiques appliquées.

Je suis convaincu que cet ouvrage saura répondre aux attentes des étudiants et des enseignants en
offrant un soutien indispensable pour consolider leurs bases en mathématiques. Que ce livre soit un
compagnon de route fiable dans leur quéte de connaissances et un maillon essentiel dans la chaine de
leur succés académique.

José OUIN
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Rappels de cours
Intégrales doubles

1- Intégrales doubles

1-1. Domaine quarrable
Le plan est muni d’un repére (0 ; 7 , 7) On appelle pavé fermé borné de IR? tout produit cartésien

P =1 x]oul et] sontdes intervalles de IR.

Soit D un domaine du plan contenu dans le rectangle [a ; b] X [c; d].
On partage [a ; b] en n intervalles et on obtient une suite de bornes :

a=xy<x1 <x,<...<xp,=b
De méme, on partage [c; d] en p intervalles et on obtient une suite de bornes :

c=yo <y <y;<...<y,=d

On note A3, , la somme des aires de tous les pavés [x; ; x;,1] X [y} ; yj+1] qui sont entierement dans
D et A ,, la somme des aires de tous les pavés [x; ; x;11] X [vj ; ¥j+1] qui ont au moins un point en
commun avec D .

On augmente le nombre de points de partage de sorte que l'aire de chaque pavé tende vers zéro (la
longueur de la diagonale des rectangles L, 4 tend vers 0).

Définition
. . . + — - p—
On dit que D est quarrable si LdliigioA"’p = Ldlirl;:;n—’ oA”'p

Cette limite est I'aire du domaine D et elle est notée :

f dx.dy

D

Intégrales doubles . 11



1-2. Notation intégrale — Calcul de I'aire d’'un domaine

Si D est un domaine quarrable, son aire est notée | fD dx.dy ou dx. dy représente 'aire d’'un élément

de surface. Pour calculer cette intégrale double, on utilise une méthode qui permet de la remplacer par
deux intégrales simples successives :

2 Casoua<x<bh:
On suppose que :
e les points de D ont des abscisses x comprisesentreaetbh:a <x <b;
o les points de D ont des ordonnées y qui vérifient g, (x) <y < g,(x) ou g, et g, sont des
fonctions continues.

On a alors I'égalité suivante :

b / 92(x)
fdx.dy=f f dy |.dx
D a \g1(®)

2 Casolc<y<d:
Supposons que :
e les points de D ont des ordonnées y comprisesentrecetd:c <y <d;
e les points de D ont des abscisses x qui vérifient h; (y) < x < h,(y) ou h; et h, sont des
fonctions continues.

On a alors I'égalité suivante :

d / h(»)
f dx.dy=f f dx |.dy
D c \hi(»)
Exemple
s
Calculer I'aire du domaine D défini par{ Osx=<3
sinx <y<x
Vs
=z, y=x
ff dx.dy = dy |.dx e /I
D x=0 y=sinx
T
*=7
M f L
jf dx.dy = j (x —sinx).dx
y=ux
X 7 7'[2 Yy = sina
dexdy=[7+cosx] =§—1 O e I
D 0
2
f dx.dy = ——
D ; 0 2

12 . Mathématiques pour le BUT Génie civil - Construction durable — BUT 3¢me année



Exercices pour s’entrainer

Exercice 1

Représenter graphiquement, dans un repere orthonormé, le domaine suivant puis en déduire son aire.

Dz{(x;y)eIR2 / x20,y>20, x+y<l1 }

Solution

Il s’agit de représenter 'ensemble des points du domaine D. On a I'équivalence suivante :
x+y<ley<-—x+1

On représente la droite d’équation y = —x + 1 puis on hachure la partie du plan située en dessous

de la droite (puisque y < —x + 1) telle que les deux autres conditions x > 0 et y > 0 soient

respectées.

La figure ci-dessous représente le domaine D :

On en déduit I'aire du domaine : dmeneee- 1o mmmmeoe bomoemneee fommomoeoees -

Exercice 2

Représenter graphiquement, dans un repére orthonormé, le domaine suivant puis en déduire son aire.

p={(;yelR? Josy<V1-x?}

Intégrales doubles . 17



On écrit les équivalences suivantes :

{yZO {yZO

[—4
y<1—-x2  W2+y*<i1

Le domaine D est 'ensemble des points du demi-disque de centre 2(0; 0) et de rayon 1.
La figure ci-dessous représente le domaine D :

On en déduit I'aire du domaine :

Exercice 3

Représenter graphiquement, dans un repére orthonormé, le domaine suivant puis en déduire son aire.

D={(x;y)€IR? J0<x?+y2<1}

L'équation x? + y2 = 1 est 'équation d’un cercle de centre 2(0; 0) et de rayon 1. On en déduit que
le domaine D est 'ensemble des points du disque de centre O et de rayon 1.

.......................................................................

La figure ci-dessous représente le domaine D :

On en déduit I'aire du domaine :

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

18 . Mathématiques pour le BUT Génie civil - Construction durable — BUT 3éme année



On utilise ce résultat pour calculer l'intégrale K :

o=l
_2 TL'
K—1 f(l 49+1 29+3> de = 1[1 46+1 20 + - 9]
—3 8COS 2COS 3 . 3 32517'1, 4sm 9___
=—1
2
K_Tl.'
8

Exercice 26

On considere un champ circulaire schématisé par un disque de rayon R donné. On plante un piquet sur
le cercle de rayon R puis on place un mouton dans ce champ. Ce mouton est attaché au piquet par une
corde de longueur d. Il s'agit de déterminer la longueur d de la corde, en fonction de R, pour que le
mouton ne broute que la moitié de I'herbe du champ.

___________________________________________

C(I(l( de rayon R

________________________________________________________________

Ceule de rayon (l

1/ En effectuant le calcul d'une intégrale double, déterminer l'aire broutée S par le mouton en fonction
ded etdeR.

2/ En posant a = %, déterminer une équation du type :

f(a)=0
3/ Alaide de la calculatrice, déterminer en encadrement d’amplitude 107° de a.

Pour cela, saisir la fonction f(a) dans la calculatrice, puis afficher le tableau de valeurs en faisant
varier le pas entre deux valeurs d’abscisses successives.

Intégrales doubles . 45



On commence par calculer 'angle ¢ en utilisant la formule d’Al-Kashi :

R?> =d? + R?> — 2dR cos ¢
dou :
= trecos(5) = Arecos 3)
¢ = Arccos |5 ) = Arccos (5

S = ff dxdy
D

ou le domaine D est le domaine hachuré sur la figure de I'énoncé.
On effectue le changement de variables suivant :

{x =71.cos 0
y=r.sinf

L'image de la moitié supérieure du domaine D est le domaine A = 4, U 4, avec:

A, ={(r,0) /0<r<d;0<60<¢}
et

s
Az={(7‘,9) / 0 <r < 2R.cosb ; <psesz}

On calcule le Jacobien :

Ox Ox
_ or 96 _|cos@ —r.sinf| _
J(r,0) = dy dy ~Ising r.cose|_r
or 00

On calcule l'intégrale :

S = 'Ig dxdy = 2£f|](r,9)|drd9 =2 Aflfrdrd9+2grdrd9

Le coefficient 2 provient du fait que I'on intégre uniquement sur la moitié supérieure.

o  On calcule l'intégrale sur le domaine 4, :

f f rdrdf
41
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QCM de révisions

Consignes pour les QCM de révisions en Mathématiques

Lisez attentivement chaque question : Prenez le temps de comprendre ce qui est demandé
dans chaque question. Assurez-vous de bien saisir ce qui est recherché avant de sélectionner
une réponse.

Réfléchissez aux solutions possibles : Prenez le temps de réfléchir a la maniére dont vous
pouvez résoudre le probleme proposé. Utilisez vos connaissances en Mathématiques pour
identifier les différentes approches possibles.

Utilisez vos calculs pour vérifier vos réponses : Si possible, effectuez des calculs pour
vérifier votre réponse. Assurez-vous que votre choix est logique et cohérent avec les principes
Mathématiques.

Revérifiez vos réponses avant de valider : Avant de valider vos réponses, prenez le temps
de relire chaque question et votre sélection. Assurez-vous que vous étes satisfait de toutes vos
réponses.

Soyez attentif aux indications spécifiques : Certains détails dans les questions peuvent
fournir des indices sur la maniére de résoudre le probléme. Soyez attentif a ces indications pour
vous guider dans votre réponse.

Restez calme et concentré : Gardez votre calme pendant que vous répondez aux questions.
Si vous étes bloqué sur une question, passez a la suivante et revenez-y plus tard si vous avez
le temps.

En suivant ces consignes, vous maximiserez vos chances de répondre correctement & chaque question.

Une ou plusieurs bonnes réponses

Les questions faisant apparaitre le symbole # ont plusieurs bonnes réponses. Les autres ont une
unique bonne réponse. Indiquer la ou les bonnes réponses en noircissant la case correspondante au

stylo a bille noir.

Pavés numériques

Les résultats numériques doivent étre saisis dans des pavés numériques. Voici quelques exemples de

réponses :

Lo 2B de 171819
(o[l I3« Js[Js [ 17 I8 [Jo
(ol [ 3]« )5 le [ I7 [ I8 [ Jo

Le pavé numérique ci-contre permet de
saisir le résultat suivant : 143

[Jol [ B[ Ie 1718 ]9

[JoM [ 2L BLIalLIs[ 7 I8 o
[Jol [ el 3+ I 718 [ Jo

Le pavé numérique ci-contre permet de
saisir le résultat suivant : 3,14

Intégrales doubles . 51
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QCM de révisions - Sujet 1
Intégrales doubles

Ce sujet comporte 2 pages numérotées de 1/2 a 2/2. Les questions faisant
apparaitre le symbole & ont plusieurs bonnes réponses. Les autres ont une
unique bonne réponse. L’indiquer sur cette feuille en noircissant la case
correspondante au stylo & bille noir. Aucune justification n’est demandée.

Question 1 Soit Z le domaine du plan suivant :

:@Z{(m,y)GRQ | y>0 ; z—y+1>0 ; x+2y—4§0}

Dessiner au brouillon le domaine & puis calculer son aire en considérant les
aires de formes géométriques (un calcul d’intégrale double n’est pas néces-
saire ici). Saisir la valeur numérique, arrondie a 10~2, dans le pavé ci-dessous

Lol e 3 Jal s J6e J7[ I8 [ o

Clo Dt Tl (33 O OJs Cls 7 CJs O
Lol e sl Jal s J6e [ J7[ I8 [ o

Question 2 Soit J l'intégrale double suivante :

r=1 y=1l—x
J = / / zy? dx dy
x=0 y=0

Calculer cette intégrale au brouillon puis saisir la valeur numérique, arrondie
4 1073, dans le pavé ci-dessous :

Clo[ il 23l Jal s Je[ J7[ I8 [ Jo

Eo Ll e s Jal s J6 J7[ I8 [ o
Clo[ il 23l lal s Je[ J7[ I8 [ Jo
Clo[ il 23l Jal s Je[ J7[ I8 [ Jo

® | D’autres ressources sur https://www.joseouin.fr | Page: 1/ 2| o
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Question 3  Soit K lintégrale double suivante :

1
K= ————dx d
//@Hx?ﬂﬂ o

et Z le domaine du plan suivant :

2 ={(z,y) eR* | 0<a®+y*<1}

Au brouillon, calculer 'intégrale double K sur le domaine & puis saisir la
valeur numérique, arrondie 4 1072, dans le pavé ci-dessous :

Lol I8 el s [le [ 7 18 [ o

Clo[ il 23 Ja[ s Je[ Jr[ I8 [ Jo
Lol 23 Jal s J6e [ J7 [ I8 [ o

® | D’autres ressources sur https://www.joseouin.fr | Page: 2 / 2| o



Deuxieme partie

Algébre linéaire —
Diagonalisation de
matrices

avid Hilbert (1862-1943) est l'un des
mathématiciens les plus influents de
,fe),,g I'histoire  des mathématiques. Ses
contributions couvrent un large éventail de
domaines mathématiques, y compris
I'algébre linéaire.

Dans le contexte de I'algébre linéaire, David Hilbert a
apporté plusieurs contributions importantes. Voici
quelques-unes de ses réalisations notables :

Théorie des espaces vectoriels : David Hilbert a
contribué a développer la théorie des espaces
vectoriels, en particulier dans le cadre des espaces de
Hilbert, qui sont des espaces vectoriels munis d'un
produit scalaire.

Transformations linéaires : David Hilbert a également
travaillé sur les transformations linéaires, qui sont des
applications entre espaces vectoriels préservant la
@ESAMShs hitps:/creativecommons.orgllicensesiby/4.0/  Structure linéaire. Ses contributions ont permis de

mieux comprendre les propriétés des transformations
linéaires et leur relation avec d'autres concepts mathématiques.

Matrices et diagonalisation : Bien que le concept de diagonalisation de matrices ait été développé
par d'autres mathématiciens comme Evariste Galois et Carl Friedrich Gauss, David Hilbert a
contribué a formaliser et a étendre ces idées. Il a étudié les propriétés des matrices et a exploré des
méthodes pour diagonaliser des matrices, c'est-a-dire les transformer en une forme diagonale plus
simple. La diagonalisation de matrices est une technique importante en algébre linéaire, utilisée dans
de nombreux domaines des mathématiques appliquées et de la physique.

En résumé, bien que Hilbert soit surtout connu pour ses travaux en théorie des nombres, en

géométrie et en logique mathématique, ses contributions a l'algébre linéaire ont également été
significatives et ont eu un impact durable sur ce domaine des mathématiques.

Algébre linéaire — Diagonalisation de matrices . 71



Exemple
Soit f 'homothétie vectorielle de rapport 5. Pour tout vecteur 17, limage de  par f est égale a:

f(@)=s1u
f est une application linéaire. En effet, V(u ; v) € E2,V(4; u) € IR?:
FAT+u ) =5.QAU+p ) =AW +u.GV)=AfW) +uf(V)

Finalement :
fFAU+pV) =L f) +u.f(V)

f est donc une application linéaire.

3-2. Noyau d’une application linéaire
Soit f un endomorphisme de I'espace vectoriel E. On appelle noyau de I'endomorphisme f, noté
Kerf, l'ensemble contenant tous les vecteurs i de E tels que f (%) = 0:

Kerf={ W eE/f(d)=0}

4- Matrice d'une application linéaire
4-1. Définition
Soit E un espace vectoriel muni d'une base B = (1;€5;€3;..-...... ;€,), et f un endomorphisme

de E défini par les images f (E]’) des vecteurs de B, ou j est un entier compris entre 1 et n. Il s'agit

de calculer l'image f (?) d'un vecteur ¥ par I'endomorphisme f. Pour cela on commence par
déterminer la matrice Ay representant I'endomorphisme f par rapport a la base B. Limage de
n’'importe quel vecteur est déterminée a 'aide d’un produit matriciel.

Définition
On appelle matrice de f par rapport a la base B le tableau noté entre parenthéses et contenant, en
colonnes, les coordonnées des images f (E;) des vecteurs de B :

all alz s alj s aln
azl a22 e azj e aZn

A —|
f.B i1 Az ... Qi ... Qg
Api Qpz ... Gpj ... Gpp

On dit que Ay 5 est une matrice carrée d'ordre n (n est la dimension de I'espace vectoriel E).
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Remarques
1. Le coefficient a;; se trouve sur la i ligne et la j*™¢ colonne.
%

2. L'image du vecteur e; s'écrit: f(&]) = ay;.2; + ayj.€; +...+a;. & +... +an;. e,

alj

azj

Les coordonnées du vecteur f (;) dans la base B s'écrivent : f(;) a;;
\anj B

4-2. Produit matriciel

Il s’agit de présenter la technique de calcul des images des vecteurs a 'aide d’'un produit matriciel.
On considére un vecteur 7 et son image par f de coordonnées respectives dans la base de

dimensionn, B = (e1;€5;€3;..e....- en):
X1 V1
X3 V2

7 'x'l,' et f(7) yl

Xn/ g Yn/ g
Le vecteur 7 s'écrit ainsi :

V=2x5.6 + X505 +X3.03+...+x,. 8,
On calcule 'image du vecteur ¥ par I'application linéaire £ :
f(?) = f(xl.e_l) +x2.e_2) + x3.e—3) + ~-~+xn.a)
f(@) = xif(e1) + x2f (e2) + x3f (€3)+... +xaf (en)
On en déduit I'expression de la i*™¢ coordonnée y; du vecteur £ (%) :

Vi = X1-Qj1 + X3. ai2+. .. +Xk. aik+. .. +xn. Ain

On peut retrouver cette formule en utilisant la matrice Ay 5 de I'endomorphisme f* par rapport & la base
B en posant le calcul de la fagon suivante :

yl all alz s alj s al—n— - xl
/}’2\ a1 Qzp ... —fl‘zl'__;._.——'a:z—n‘ __'[ X,
e [IEEER]!

Tlai an T agRII A [N X
Yn Apn1 Qp2 - anj B ¢ Xn

Pour obtenir la valeur de y; il suffit d’additionner les produits deux a deux des éléments de la i*™¢ ligne
de la matrice My  par les éléments de la matrice colonne des coordonnées de 7.
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5- Calculs avec des matrices

5-1. Déterminant d’une matrice

Soit My  la matrice représentant un endomorphisme f par rapport a la base suivante
— _9 . _9 . _9 . . _9
B—(el,ez,e3, ......... ,en)

On appelle déterminant de la matrice As g le déterminant, par rapport a la base B, des vecteurs
suivants :

f(e) f(&)-f(&) - f(en)

On écrit ce déterminant ainsi :

detAp = detp( f(e1) ;£ (e2) 5. f((€)) 55 f (en))

On utilise la notation suivante :

ay  ap a,
a a
21 2 2n
det4., , =
1B
anl an2 ann

Les techniques de calcul d’'un déterminant d'ordre n sont présentées dans la partie relative a la
détermination d’'une matrice inverse.

5-2. Transposée d’'une matrice

On appelle matrice transposée de la matrice 4, et on note A, la matrice dont les coefficients de la
j€™e colonne sont les coefficients de la j¢™¢ ligne de A.

Si'on note a;; le coefficient sur la i®™€ ligne et la j*™¢ colonne de A, alors a; ; se trouve sur la j eme
ligne et la i™¢ colonne de la matrice ‘A.

Exemple
2 -5 1 3 2 4 3 4
4 7 8 2 , -5 7 1 1
A= et 'd=
3 1 1 6 8 1 7
4 1 7 9 3 2 6 9
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Un exemple de diagonalisation en mécanique des milieux continus
En mécanique des milieux continus, on considere I'état plan des contraintes (en MPa) appliquées en

un point M donné. On note la base canonique : B = (e; ; ;). N

On note A la matrice des contraintes (en MPa). €2
Cette matrice A a I'expression suivante : 28 MPa

7 36 36 MPa

4= (36 28) —=
36 MPa
Les contraintes qui s’exercent sur la facette 7 MPa
de normale e; sont déterminées ainsi : ~ M I
7MPa >
Sy e (7 36\ (1\ _ (7 36 MPa e
f(eq) sécrit: (36 28) (0) = (36)
—
De mé la f lee,: 36 MPa
e méme sur la facette de normale e, 28 MPa

f(&y) sécit: (376 zg) . ((1)) _ (gg)

Dans cet exemple, on se propose d’effectuer le travail demandé suivant :

1/ Déterminer les contraintes principales o, et o, avec g; = o,
En mécanique des milieux continus, les contraintes principales correspondent aux valeurs propres de
la matrice A.

2/ Déterminer les directions principales u; et u,
On appelle direction principale la normale a la facette sur laquelle s’exerce la contrainte principale. En
mécanique des milieux continus, les directions principales correspondent aux vecteurs propres.

3/ Déterminer I'angle formé entre la direction principale u; et I'axe des abscisses et vérifier que cela
correspond bien au schéma suivant :

H
=)
Uy th
20 Mpa\ / 53°13
55 MPa
M
ﬁ
55 MPa €1

/ \ 20 MPa
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Exercices pour s’entrainer

Exercice 1

Préciser, dans chacun des cas suivants, si le vecteur 7 de IR3 est une combinaison linéaire des
vecteurs ;.

1 7 = (13; —19 6); ul—(l 3;2):u = (—2;1;1)

20V = (9; -1 u=(1;- 3;2); 17’=(—z;1;1),173=<3;o;—1)
3V =(0 11) u1—(1 ~3;2) i = (=2;1;1) ;13 = (—4;—3;7)
4V =(1;0;-1);u = (1;— 2):172’=(—2;1;1);175=(—4;—3;7)
Solution

1/ On écrit I'équivalence suivante :
—2b =13
17=a171>+b172)<:>{—3a+b=—19®{
2a+b=6

a—2b =13
2a+b=6

On obtient: a = 5 et b = —4. On obtient la combinaison linéaire suivante :
V=5u —4u,

2/ On écrit I'équivalence suivante :
a—2b+3c=9
1_7)=a171)+b172)+6173)<:>{ —3a+b=-4
2a+b—c=-1

1 -2 3
On calcule le déterminant : [— 1 0|l=-10=#0
2 1 -1

On obtient une unique solution:a = 1,b = —1etc = 2.
On obtient la combinaison linéaire suivante :

-2 _ - o —
V=u —u;+2u;

3/ On écrit I'équivalence suivante :

17=a171>+b172)+c173>@ —3a+b—-3c=1

{a—Zb—éLc:O
2a+b+7c=1

1 -2 -4
On calcule le déterminant ; [— 1 -3|=0
2 1 7
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Deux cas peuvent se présenter :
e (Cas ol il n'existe aucune solution ;
e (Casou il existe une infinité de solutions.

Onpose ¢ = k, k € IR, et on détermine les deux autres inconnues a et b :
a—2b =4k a—2b =4k ey

V=au +buy+cus ©{-3a+b=1+3k e {2a+b=-1-7k (2)
2a+b=1-7k 2a+b=1-7k 3

Les équations (2) et (3) permettent d’affirmer qu'il n’existe aucune solution.

4/ On écrit I'équivalence suivante :
a—2b—4c=1
7=a171>+b172>+0173>=>{—3a+b—3c=0
2a+b+7c=-1

1 -2 -4
On calcule le déterminant: |—-3 1 =3[ =0
2 1 7

Deux cas peuvent se présenter :
e (Cas ol il n'existe aucune solution ;
e Cas ou il existe une infinité de solutions.

On pose ¢ = k, k € IR, et on détermine les deux autres inconnues a et b :

1
a—2b=1+4k a=-;—2
V=a+bi,+cuz &{-3a+b=3k ©{,__3_3, k€eIR

2a4+b=—1-"7k 5
@ c=k

1.

Il existe une infinité de solutions. Par exemple, pour k = -

- —
vV =— ul_

1
172)+ng3)

Ul W
ul] o

Remarque :
Les exercices 3/ et 4/ permettent de metire en évidence les deux cas possibles lorsque le déterminant
estégala0.
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—-5/2 3/2 1/2
Pyp = ( 11 -6 —2)
—3/2 19/2 7/2

5/ On en déduit les coordonnées des vecteurs de la base D exprimés dans la base B :

—5/2 3/2 1/2
171’( 11 ) 17’2< —6) et173’(—2>
-3/2/, 19/2/, 7/2/

Exercice 18

Soit E un espace vectoriel muni d'une base B = (e—{ e e—;) On donne les coordonnées des

vecteurs suivants :
1 4 -3 1
a’(z wfs) w(1) anfs
1/p 1/p 1/p 4/

1/ Montrer que la famille ¢ = (; ; u ; u3 ) est une base de E.
2/ Déterminer la matrice de passage Py_, de la base B ala base C.
3/ Déterminer la valeur du coefficient a de la matrice de passage de la base C alabase B :

2 =7 13
PC—>B = <—1 4 -7
-1 a -5

4/ Déterminer les coordonnées du vecteur 7, dans la base C.

1
5/ On donne les coordonnées du vecteur 172 dans la base C : v, <1>
0/¢

Déterminer les coordonnées du vecteur 7, dans la base B.

1/ On calcule le déterminant suivant :

1 4 -3
D=2 3 1|=12)-2()+1(13)=1
11 1

D # 0 donc la famille C = (u; ; u; ; u3 ) est une base de E.
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On effectue le calcul matriciel suivant :

1 2 1\ /-1 0 0\ /1 2 -3
A7=PxD’"xP1=4°l0 -1 1).l0 o0 o0].|1 -2 1
-1 0 1 o 0o 1/ \1 2 1

1 2 1\ /-1 -2 3
A7=P><D7xP‘1=46<O -1 1).(0 0 0)

-1 0 1/ \1 2 1

0 0 4
A7=4%(1 2 1
2 4 =2

On obtient :

Exercice 27

On considére un endomorphisme f de I'espace vectoriel E, représenté par la matrice A par rapport a
une base B de E. La matrice A est la suivante :

1 -1 -1
A=1-1 1 -1
-1 -1 1

1. Déterminer le polynéme caractéristique de f.

2. Montrer que la matrice A est diagonalisable et la diagonaliser.

3. Déterminer la matrice de passage P de la base B & la base C = (v;;v,;v3) constituée de
vecteurs propres (on choisira des vecteurs propres ayant des abscisses égales a 1).

4. Calculer la matrice inverse P~1.

5. Vérifier les égalités suivantes :

D=P1xAxPetA=PxDxP?

Solution

1/ On détermine le polyndme caractéristique P(A) :

1-12 -1 -1
-1 1-12 -1
-1 -1 1-2

PY) =

On effectue les combinaisons linéaires suivantes :

961_63_)(:1

2—-1 -1 -1
0 1-4 -1

-24+1 -1 1-2

1-4 -1 -1
-1 1-2 -1
-1 -1 1-2

P(A) =
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= Etape (2)
On détermine les solutions du probléme initial en utilisant la relation suivante :

y1(t)
X =PgcxYavecY =| y,(¢t)

y3(t)

x1(t) 0 1 1\ [»n(®
x(t) | = < > y2(t)
x3(t) y3(t)
On obtient :
x1(t) y2(t) + y3(t)
x2(8) | = | y1(6) + y3(t)
x3(t) y1(8) +y2(t)

x1 () ky.e*t + 2ks.t. et + kg.e*t
x,(t) | = ky.e® + kg.e?t avec kq,ky, ks € IR,
X3(t) kl.e6t + kz.e4t + 2k3.t.e4t

Exercice 33

On considére un systeme hydraulique constitué de deux réservoirs comme indiqué sur la figure ci-aprés.
On souhaite étudier I'évolution, en fonction du temps t, des masses de chlore M, (t) et M,(t),en g,
présentes dans les réservoirs R, et R,. Le réservoir R, est alimenté par une eau non chlorée avec un
débit de 5 m3.s7 1.

3 _ 0 3 1
5m3.s7! 3m’.s
R 120 m?
Ry 60 m?
B — - —
4m3s? 2m3.s7! 1m3.s7!
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QCM de révisions

Consignes pour les QCM de révisions en Mathématiques

Lisez attentivement chaque question : Prenez le temps de comprendre ce qui est demandé
dans chaque question. Assurez-vous de bien saisir ce qui est recherché avant de sélectionner
une réponse.

Réfléchissez aux solutions possibles : Prenez le temps de réfléchir a la maniére dont vous
pouvez résoudre le probleme proposé. Utilisez vos connaissances en Mathématiques pour
identifier les différentes approches possibles.

Utilisez vos calculs pour vérifier vos réponses : Si possible, effectuez des calculs pour
vérifier votre réponse. Assurez-vous que votre choix est logique et cohérent avec les principes
Mathématiques.

Revérifiez vos réponses avant de valider : Avant de valider vos réponses, prenez le temps
de relire chaque question et votre sélection. Assurez-vous que vous étes satisfait de toutes vos
réponses.

Soyez attentif aux indications spécifiques : Certains détails dans les questions peuvent
fournir des indices sur la maniére de résoudre le probléme. Soyez attentif a ces indications pour
vous guider dans votre réponse.

Restez calme et concentré : Gardez votre calme pendant que vous répondez aux questions.
Si vous étes bloqué sur une question, passez a la suivante et revenez-y plus tard si vous avez
le temps.

En suivant ces consignes, vous maximiserez vos chances de répondre correctement & chaque question.

Une ou plusieurs bonnes réponses

Les questions faisant apparaitre le symbole # ont plusieurs bonnes réponses. Les autres ont une
unique bonne réponse. Indiquer la ou les bonnes réponses en noircissant la case correspondante au

stylo a bille noir.

Pavés numériques

Les résultats numériques doivent étre saisis dans des pavés numériques. Voici quelques exemples de

réponses :

Lo 2B de 171819
(o[l I3« Js[Js [ 17 I8 [Jo
(ol [ 3]« )5 le [ I7 [ I8 [ Jo

Le pavé numérique ci-contre permet de
saisir le résultat suivant : 143

[Jol [ B[ Ie 1718 ]9

[JoM [ 2L BLIalLIs[ 7 I8 o
[Jol [ el 3+ I 718 [ Jo

Le pavé numérique ci-contre permet de
saisir le résultat suivant : 3,14
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QCM de révisions - Sujet 1
Algébre linéaire - Diagonalisation de matrices

Ce sujet comporte 2 pages numérotées de 1/2 a 2/2. Les questions faisant
apparaitre le symbole & ont plusieurs bonnes réponses. Les autres ont une
unique bonne réponse. L’indiquer sur cette feuille en noircissant la case
correspondante au stylo & bille noir. Aucune justification n’est demandée.

1 2 -1
Question 1 Soit la matrice A = | -9 1 3 | et le vecteur X =
-1 -6 -9
-1
—7 1. Quel est le résultat de la multiplication AX 7
-9
—6 22 —6 —24
[] 43 [] [-25 [] [-25 [] [-11
—122 40 124 124

Question 2 Dans un espace vectoriel E, on donne les vecteurs suivants ex-
primés dans une base B = (i, , k) : @ (1;2;0), 7 (0;5;2) et 0 (a; —4; —4).
Pour une certaine valeur de a (0 < a < 9), les vecteurs U,V et W apparti-

ennent au méme plan vectoriel. Déterminer cette valeur de a :

Clo[ il 23l Ja s Je[ J7[ I8 [ Jo

Question 3 L’espace vectoriel E est muni d’une base B = (7,7,?) On
note C' = (¥, 7, ) une autre base de E avec : @ (—1;—1;1), ' (-1;2; —1)
et E?(Q; —1;1) exprimés dans la base B. On donne les coordonnées du vecteur
%)(—6; —3;3) dans la base B. Dans la base C, les coordonnées de ce vecteur
sont : 7 (a;0; —1) Déterminer la valeur de a (0 < a < 9) :

Lol 23 Jal s J6e J7[ I8 [ o
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Question 4 L’espace vectoriel E est muni d’une base B=(i,j,k). On

note C = (W, 7, w) une autre base de E avec : 0 (—1;—1;1), o (—1;2; —1)
et E?(2; —1;1) exprimés dans la base B. On donne les coordonnées du vecteur
ﬁ)(l; 1;5) dans la base C. Dans la base B, les coordonnées de ce vecteur sont
. 7 (a; b; ¢) Déterminer la valeur de a (0 < a <9) :

Lot I3 el s [le L7 18 [ o

100
Question 5  On considére la matrice A = [0 0 1|. La matrice A a
0 0 O

2 valeurs propres distinctes.

|:| FAUX |:| VRAI |:| On ne peut pas savoir
1 0 0
Question 6  On considére la matrice A= [0 0 1 |. La matrice A est
0 0 0
diagonalisable.
[ ] FAUX [ ] VRAI [ ] On ne peut pas savoir
5 -3 2
Question 7 On considére la matrice A= | 6 —4 4 |. En faisant peu
4 —4 5

de calculs, déterminer la valeur de a telle que le vecteur 7(a; 2;2) soit un
vecteur propre du sous-espace propre associé a la valeur propre A = 3.

D a=1 D a:é a:|;|2a:0 D a=-1
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