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Avant-Propos

Dans le vaste champ des disciplines scientifiques, la mécanique occupe une place fondamentale. Elle
constitue le socle sur lequel s'appuient nombre de phénoménes technologiques, qu'ils relévent de la
productique, du génie civil, du génie énergétique, de la maintenance, et bien d'autres domaines encore.

Tout comme pour d'autres matiéres scientifiques, enseigner la mécanique demande une structuration
rigoureuse du cours, accompagnée d'une panoplie d'exercices en lien direct avec les concepts abordés.
C'est dans cette optique que j'ai entrepris la conception de cet ouvrage.

En rassemblant des rappels de cours clairs et des exercices résolus et chiffrés, j'ai cherché & offrir un
outil méthodique, 8 méme d'accompagner les étudiants tout au long de leur parcours académique. Des
sections de BTS aux étudiants en Licence et en Master, en passant par les écoles d'ingénieurs, j'ai eu
a ceeur de fournir un support pédagogique polyvalent. De plus, cet ouvrage pourra également se révéler
précieux pour ceux se préparant aux concours du CAPET et de I'Agrégation.

La mécanique des structures a jalonné I'ensemble de mon parcours académique. J'ai puisé dans cette
discipline une source d'inspiration constante et j'ai souhaité, a travers ce livre, partager cette passion et
offrir aux lecteurs un compagnon de route dans leur quéte de connaissances.

J'espére sincérement que cet ouvrage saura répondre aux attentes des étudiants et des enseignants,
et qu'il contribuera a nourrir leur réussite académique. Que ce livre puisse étre un guide slr, un repére
dans le dédale des concepts et des problématiques de la mécanique, et qu'il soit un maillon essentiel
dans la chaine de votre succés.

José OUIN
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La liaison interdit la translation selon Y. Le solide @ exerce donc une force de direction Y sur le solide @ par
lintermédiaire de la liaison appui simple.

®
Yy

Le torseur mécanique de liaison est le torseur des actions du solide @ sur le solide @, son expression est la

suivante :
0

Yy
0

0
0
0

{TMécanique de liaison}A = [
A

e Liaison articulation

On étudie un solide @ lié au solide @ par une liaison articulation au point A.

Y ©)

.
JQJ ﬁ
.
@
z A

L . . =2 . . - .
La liaison interdit la translation selon X ainsi que la translation selon Y . Le solide @ exerce donc une force de
direction X et une force de direction Y sur le solide @ par l'intermédiaire de la liaison articulation.

A ®

\
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Tableau récapitulatif des torseurs mécaniques de liaison pour les trois liaisons élémentaires :

Types de liaison et modélisations | Torseurs mécaniques de liaison Schémas
APPUI SIMPLE
@ {TMécanique de liaison}A
ZS 010 A
v A
X
=
Z
ARTICULATION
A
® {TMécanique de liaison}A >
5 X, 10
Y ® 0 10J, Y
A
ig"
N
Z
ENCASTREMENT
( ) "
Tore o .
® Mécanique de liaison P A
- A =1|Ya X \>
Ya 0 IMy), 4 |
5 Yy
X
7@—»

3-3. Principe des actions mutuelles

A l'équilibre, le torseur des actions du solide @ sur le solide @ est égale a l'opposé du torseur des actions du

solide @ sur le solide @.

%
{TActions de 1 sur Z}A + {TActions de 2 sur 1}A =0
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4- Isolement d'un systeme de solides

Il s'applique deux types d'actions sur un systéme de solides isolé, les actions dites intérieures et les actions dites
extérieures.

A Actions intérieures :

Les actions intérieures au systéme de solides isolé sont constituées par les actions dans les liaisons entre les
solides. Le systeme de solides isolé comporte une infinité de solides (une barre est constituée d'un ensemble infini
de points liés entre eux par des liaisons encastrement).

A Actions extérieures :

Les actions extérieures au systeme de solides isolé sont constituées par les actions suivantes :
- les actions mécaniques a distance ;

- les actions mécaniques de contact ;

- les actions mécaniques des autres solides sur le systeme de solides isolé.

Exemple :
La figure ci-dessous représente une partie de la structure d'un abri a bicyclettes.

~l

>

AU

N}
o

On isole le systéme de solides @ + @ puis on énumére les actions intérieures et extérieures. La figure ci-aprés
représente le systéme de solides isolé.
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A ©)
> C
X4 D
Yy
®
N
Y
-
X _—
N B
Z Xp
Yp

Le torseur mécanique de liaison de ® sur @ représente une des actions intérieures au systtme @ + @ :

X32 0
{TMécanique de liaison}c = 0
0/¢

Y3,
0

De maniére générale, quel que soit le point G appartenant a la barre @ ou a la barre ®, le torseur mécanique de

liaison de la partie de la structure & droite du point G sur la partie & gauche du point G représente une action

intérieure au systéme de solides @ + ®. Ce torseur est appelé torseur de cohésion.

Les actions extérieures au systéme @ + @ sont caractérisées par les torseurs suivants :

X410
{TMécanique de liaison}A =1|Ya |0
0 10/,

X510
{TMécanique de liaison}B =1|Ys [0
B

010

0 ]0

{TActionF}D =4[-F 0
o lo),
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5-2.1 Méthode de détermination de Il'isostaticité ou de
I'hyperstaticité d'un systéme

Pour déterminer [isostaticité ou I'hyperstaticité d'un systeme de solides, il suffit de suivre les trois étapes
suivantes :

1/ On isole le systéme de solides et on comptabilise le nombre de solides n. On dispose alors de 3. n équations
de la statique.

2/ On calcule le nombre d'inconnues de liaison : i

3/ On compare les valeurs i et 3.1 :
e sii < 3.n:lesystéme est hypostatique ;
e sii=3.n:lesysttme est isostatique et les équations de la statique sont suffisantes pour déterminer
les inconnues de liaison ;
e sii>3.n:lesystéme est hyperstatique d'ordre (i — 3.n) et il faudra établir (i — 3.7n) équations
supplémentaires pour pouvoir déterminer les inconnues de liaison.

e Détermination du nombre d'inconnues de liaison

v Liaison articulation

La figure ci-dessous représente m solides liés entre eux par une liaison articulation au point A. Le nombre
d'inconnues de liaison en ce point a I'expression suivante :

i=2.(m-1)

7
¥l

Ny

v Liaison encastrement

La figure ci-dessous représente m solides liés entre eux par une liaison encastrement au point A. Le nombre
d'inconnues de liaison en ce point a I'expression suivante :

Y
A ,
N i=3.(m-1)
X
7(\
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Le tableau ci-dessous donne quelques exemples de détermination d'isostaticité ou de I'hyperstaticité d'une

structure :

Nombre total Nombre total d'inconnues de
Modélisations des structures d'équations de la liai
X iaison
statique
3.n=3 i=24+1=3
2 75 %7 1
La structure est isostatique
1 é; %é 1 3n=3 i=14+1=2
La structure est hypostatique
La structure est isostatique
3 3.n=3 i=3+1=4

La structure est hyperstatique d'ordre 1

i=2+2+2=6

La structure est isostati

ue

%

3.n=21

i=2+2+4+6+4+2
+1=21

La structure est isostati

ue

T

1
4 4
2
6
1
1
2 %7

i=3+2+1=6

La structure est isostatique
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B
A
S

N
Y

-

X
-
Z

On isole une partie de la poutre droite en effectuant une coupure a l'abscisse s :

q -
y
V(s) 2
N
Z
A G ,
N(s)
s Mf(s)
-
Y
_)
— X
—
Z

Le torseur des actions de la partie de droite sur la partie de gauche a l'abscisse s est appelé torseur des efforts
de cohésion. Ce torseur est défini dans le repére local lié a la barre et son expression est la suivante :

N(s)
V(s)
0

{TEfforts de cohésion}G = y

0
)
Mf(s));

Les sollicitations internes a l'abscisse s sont égales aux composantes du torseur des efforts de cohésion a cette
abscisse.

On rappelle les définitions suivantes :

-N(s) :effortnormal & l'abscisse s en N ;

-V(s) :efforttranchanta l'abscisse s en N ;

- Mf(s) : moment fléchissant a I'abscisse s en N. m.
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e Détermination des sollicitations internes

La figure ci-dessous représente une poutre de longueur L reposant sur deux appuis A et B. Cette poutre est
soumise & des actions extérieures notées q.

~Jl

Vool

)
o |

v Isolement de la partie gauche de la poutre
On isole une partie de poutre de longueur s située a gauche de la coupure et I'on place en G les efforts de la
partie de droite sur la partie isolée :

1 y
Y -
- X4 z
X
N _— _
VA
Ya | MF(s)

L |
|

On applique le principe fondamental de la statique afin de déterminer les expressions des sollicitations internes.
On obtient les trois équations suivantes :

A T G N(s)
S
|
|

N(s) + Z [efforts & gauche de la coupure] = 0

. . -
en projection sur X

V(s)+ Z [efforts a gauche de la coupure] = 0

. . -
en projection sur y

Mf(s) + 2 [moments par rapport a G des efforts a gauche de la coupure] = 0

. . -
en projection sur z
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On en déduit les résultats suivants :

N(s) =— Z [efforts a gauche de la coupure]

. . -
en projection sur X

V(s)=— Z [efforts a gauche de la coupure]

. . -
en projection sur y

Mf(s)=— z [moments par rapport a G des efforts a gauche de la coupure]

. . -
en projection sur z

v Isolement de la partie droite de la poutre
On isole une partie de poutre de longueur (L — s) située a droite de la coupure et I'on place en G les efforts de
la partie de gauche sur la partie isolée :

- q
y
-V
R 7>
X —N(s)
I . 5
A G
—Mf(s
f(s) | v,
\
L
N

Le principe des actions mutuelles permet de dire que les efforts de la partie de gauche sur la partie de droite sont
opposés aux efforts de la partie de droite sur la partie de gauche.

On applique le principe fondamental de la statique afin de déterminer les expressions des sollicitations internes.
On obtient les trois équations suivantes :

—N(s) + Z [efforts a droite de la coupure] = 0

: . -
en projection sur X

—V(s)+ Z [efforts a droite de la coupure] = 0

. . -
en projection sur y

—Mf(s) + Z [moments par rapport & G des efforts a droite de la coupure] = 0

. . =g
en projection sur Z
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On en déduit les résul

tats suivants :

N(s) =+

[efforts a droite de la coupure]

2.

s . -
en projection sur X

V(is) =+

[efforts a droite de la coupure]

2.

. . -
en projection sur y

Mf(s) = +

2.

. . -
en projection sur z

[moments par rapport a G des efforts a droite de la coupure]

e Relation entre le moment fléchissant et I'effort tranchant

La figure ci-dessous représente une poutre de longueur L reposant sur deux appuis A et B. Cette poutre est
soumise a des actions extérieures notées F.
On isole un élément de poutre compris entre les abscisses s et s + ds

~l
a3

N

<!

Ny

v =l

F F F
N
.S 5,
s+ds ‘IJ B
|
—V(s) V(s +ds)
—N(s) K
= G —_—
—Mf(s)\\> N(s +ds)
s Mf (s +ds)
s+ds |
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On écrit I'équation d'équilibre relative & la somme des moments des forces extérieures par rapport au point G :

Mf(s+ds)—Mf(s)—[-V(s).ds]=0

Mf(s+ds) — Mf(s) _ dMf(s)

V) = ds ds

d
= (Mf() = V()

ATl'abscisse s, la dérivée du moment fléchissant est égale a 'opposé de I'effort tranchant.

6-3. ldentification de la nature des sollicitations

La nature des sollicitations dépend des composantes non nulles du torseur des efforts de cohésion. Le tableau ci-
dessous recense les différents types de sollicitation :

Nature des sollicitations Torseur des efforts de cohésion
N(s) =0 |Mt(s) #0
Torsion pure {Tkftorts de cohesion}e = [ V(s)=0 0 }
0 IMf(s)=0);

Cas des structures planes chargées dans leur plan

N(s)#0 0
Traction — Compression {Tkfforts de conssion}e = |V (s) = 0 0
0 Mf(s) =0J;

N(s)=0 0

Flexion pure {TEfforts de cohésion}G =1|V(s) =0 0
0 Mf(s) #0),

N(s)=0 0

Flexion simple {Tifforts de cohesionte = 1|V (s) # 0 0
0 Mf(s) #0),

N(s)#0 0

Flexion composée {Tkfforts de conesionte = |V (s) # 0 0

0 IMf(s)#0
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On commence par déterminer I'expression de la contrainte tangente longitudinale dans l'aile. On isole un petit
élément volumique d'aile de longueur dx et de largeur (g - z) ;

o(x,3) .
dx
‘/ =+ ti 2
A
T(x, 2) » 5 /!
X
o(x+dx,y) z ‘

A l'équilibre, la somme des forces exercées sur cet élément est égale & zéro. En projection sur X, on obtient
I'équation suivante :

h/2 h/2

0(x+dx,y).[g—z].dy—f a(x,y).[g—z].dy=0

h/2—e

7(x,z).e.dx +f

h/2—e
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La figure ci-dessous représente I'évolution des contraintes tangentes transversales dans les ailes et dans I'ame :

Tmaxi = Mb [h - e] ~ V(X)

.b.h
4.1, 4.1,2

e

1 = 20gz
E

-
y

Ny
=l

>
(\‘
—~
Rl
<
<

e
%E|<—<—<——>—>—>|

_V™

h 2
Fmaxi =577 b'[h_e]+[§_e] ] 2.1

Q

V(x) hz]
Ab.h+—
4

wl

G
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Calcul des déplacements
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Etude d'une poutre encastrée

Une poutre de longueur L, encastrée en A est soumise a une charge concentrée F au point B. On note I, le
moment quadratique de la section transversale et E le module d’élasticité longitudinale du matériau constituant la

poutre.
N
y
_)
X
Y
2 F
ﬁ
X 4
_)
z /| A B
L
] i
\ |
Travail demandé
1) Déterminer I'expression de la translation verticale du point B : vg
2) Déterminer 'expression de la rotation de la section au point B : wg
Application numérique :
Ondonne:E =2,1.10° MPa; I, = 171 cm*;F =300daN;L =2 m
Solution
1) Expression de la translation verticale du point B : vg
L'effort normal est égal a zéro dans cet exemple, la formule se simplifie donc ainsi :
SB
— Mf(s), —
AB=AA+0’)A/\GAGB+ Z/\GGBdS
El,
SA

L'équation du moment fléchissant dans la poutre AB est la suivante :

Mf(s) = —=(L = s)F

La rotation w, est égale a zéro en A (liaison encastrement) et le produit vectoriel donne :

0 |(L—ys) 0
ZNGGg=|oA| 0 =|L-9)
1 0 0
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Poutres continues
Théoreme des trois moments

1- Théoreme des trois moments

1-1.Définition

Le théoréme des trois moments est une méthode utilisée en mécanique des structures pour analyser le
comportement des poutres continues soumises a des charges. Plus précisément, il permet de déterminer les
réactions d'appui et les moments fléchissants le long d'une poutre continue ayant deux travées ou plus.

Il s’agit d’'une méthode de résolution des systémes hyperstatiques qui s'applique donc aux poutres continues. Le
théoréme des trois moments permet de déterminer les moments sur appuis. Ces moments sont les inconnues
hyperstatiques du systeme.

La connaissance de ces moments sur appuis permet ensuite de déterminer les sollicitations internes dans la
structure hyperstatique.

1-2.Enoncé du théoreme des trois moments

On considére une poutre continue sur trois appuis Ao, A1 et A2 que I'on appelle le systéme (S). Les distances
entres appuis valent respectivement L, et L,. La partie de poutre de longueur L, recoit une charge p, et celle
de longueur L, une charge p,. Les charges p, et p, peuvent étre la somme de charges réparties, de charges ou
de couples concentrés.

~l!

7 8 8

Ao A A2

S 4

A

\
A
\

Poutres continues — Théoréme des trois moments » 99



Ce systéme (S) est hyperstatique d'ordre 1, il faut donc établir une équation supplémentaire pour pouvoir
déterminer les expressions des sollicitations internes dans la structure.

Le théoréme des trois moments propose d'étudier un systéme () isostatique auquel on ajoutera une condition
cinématique.

Le systéme (S,) se présente sous la forme des deux poutres isostatiques chargées de la maniere suivante :

(SO) (2]

ATTTI NG o

Le systéme (S,) est équivalent au systéme (S) a condition que les moments sur appuis M,, M; et M,
respectent la condition suivante :
L1M0 + 2M1(L1 + Lz) + L2M2 = 6EIZ((Ud - (l)g)

ou les rotations ont les expressions suivantes :

L
_ 1 fz (x 1>d
0

Ly
wg = Eilzf mfi(x) (Lx_l) dx
0

Notations

mf; (x) représente le moment fléchissant di au chargement p, dans la poutre isostatique AcA1 de longueur L, ;
de méme mf,(x) est le moment fléchissant di au chargement p, dans la poutre isostatique A1Az de longueur
L,.

E est le module d’élasticité longitudinale du matériau constituant la poutre et I, le moment quadratique de la
section transversale.

w4 représente la rotation de la section, en A+, de la poutre isostatique A1A2 soumise au chargement p,.

wy représente la rotation de la section, en A1, de la poutre isostatique AcAr soumise au chargement p; .

La connaissance de ces moments sur appuis permet de déterminer les sollicitations internes dans la poutre
hyperstatique du systéme (S).
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Etude d’une panne reposant sur trois fermes

Une panne reposant sur trois fermes peut étre modélisée comme l'indique la figure ci-dessous. La poutre est de
section constante, de moment quadratique I, et elle est constituée d’'un matériau de module délasticité
longitudinale E.

~i
3

.
¥
|

B

A B C
L/2 L/2 L L

Travail demandé
En appliquant le théoréme des trois moments :
1) Déterminer les expressions des sollicitations internes dans la poutre ABC.

2) Tracer les diagrammes de l'effort tranchant et du moment fléchissant dans la poutre ABC.
2) Déterminer les expressions des réactions de liaison aux points A, B et C.

Application numérique :
Ondonne: E = 2,1.10° MPa;F = 400daN;L=1m

Solution

Il s'agit d'un systéme hyperstatique d'ordre 1. Il faut donc établir une équation supplémentaire pour pouvoir
déterminer les expressions des sollicitations internes dans la structure.
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1) Expressions des sollicitations internes dans la poutre ABC

On commence par déterminer les équations du moment fléchissant mf (x) et de I'effort tranchant v(x) dans
chaque poutre isostatique :

F

I

A C
L 2L
Poutre AB
Zones AB: 0 < x < L/2 AB: L/2< x <L
F F
Vap(x) -3 +E
1 1
mfap(x) —Fx —F(L—x)
2 2
Poutre BC
Zones BC:0<x<1L BC:L< x < 2L
F
Vg (x —— —
5c(X) 2 +2
1 1
mfpc(x) S Fx SF@L-2)

On applique ensuite le théoréme des trois moments afin de déterminer une équation supplémentaire.
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Résolution de systémes
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Méthode des forces
Principe des travaux virtuels

1- Méthode des forces

1-1.Méthode générale de résolution d’un systeme

hyperstatique

1-1.1 Présentation de la méthode générale

Un systéme est hyperstatique lorsque le nombre d’inconnues de liaison est supérieur au nombre d'équations
issues du principe fondamental de la statique. L’écart entre ces deux nombres, noté h, correspond au degré
d’hyperstaticité du systéme ; on dit que le systéme est hyperstatique d’ordre h.

Résoudre un systéme hyperstatique signifie déterminer toutes les inconnues de liaison afin de pouvoir calculer
les sollicitations internes dans la structure étudiée.
Pour résoudre un systéme (S) hyperstatique d'ordre h, il faut donc établir h équations supplémentaires. La
méthode consiste a choisir un systéme isostatique (S,) auquel on impose h conditions de déplacement (en
translation ou en rotation) afin d’obtenir un systeme équivalent au systéme (S). Ces h conditions de déplacement
fournissent h équations supplémentaires.

Le schéma ci-dessous représente I'équivalence entre le systéme (S) de départ et le systéme (S,) équivalent :

4 ) \

Systéme hyperstatique d'ordre h

I manque h équations pour
pouvoir résoudre le systéme.

N

Equivalent a W —

——

(5o0)

Systéme isostatique

+)

h conditions de déplacement
assurant |'équivalence du
systeme (S,) avec le
systeme (S)

Les h équations supplémentaires permettent de résoudre le systéme hyperstatique c'est-a-dire de déterminer
toutes les inconnues de liaison afin de pouvoir calculer les sollicitations internes dans la structure étudiée.
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1-1.2 Exemple de résolution

On considére le systéme (S) hyperstatique d'ordre 1 suivant :

F

A
) QA @B

Il'y a plusieurs choix possibles de systémes isostatiques (S,), il suffit d'ajouter un degré de liberté au systéme (S).

On choisit le systéme isostatique (S,) suivant :

La méthode consiste a écrire que le systéme (S,) ci-dessus est équivalent au systéme (S) a condition que la
translation verticale du point B soit égale & zéro.

AN\
o

Il faut appliquer au systéme (S,) le chargement du systéme (S) qui comprend :
e lacharge concentrée F ;
e l|aréaction de liaison au point B que I'on note X .

Le schéma ci-dessous représente I'équivalence entre le systéme (S) de départ et le systéme (S,) équivalent :

[ Equivalent a ]

|

(So) l a N B vp(F,X1) =0 ]

X1
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Intégrales de Mohr - 1

f F() - g()dx
0

f : extremum de la fonction f (x) b
g : extremum de la fonction g (x) a=7 eth=1
f f2
fi
(
g(x) Q) Aﬂﬂ]]]]]]]]]ﬂ M]m]:m:”
L L L
g
1
L.f.g EL.f.g EL-g(ﬂ +/2)
L
Amﬂ]]ﬂ]]m ’ L L L 2
! 3 f.g 3 1.9 3 9(fL +212)
g
1 1 1
H:I:I:I:I]]Iﬂ]]]ml EL.f.g gL-f-g EL-Q(Zfl +12)
L
91 9z 1
1 1 Z
Hm]ﬂm]ﬂmﬂ EL-JC(% +92) gL-f(gl +29,) 6L(2g1f1 02
L + 92f1 +29:12)
g
ln 1 1 FLglf 1+ B) + 0
a b Tl
g
Al | Zro | e | deses
3 L .g 3 -9 3 BUAVEY 2
L
g
1 1
Mﬂh §L f.g ZL.f.g EL-9(5f1+3f2)
L
g
1 1
I]Im]hjh\ §Lfg EL-f-g EL-9(3f1 + 12)
L

Méthode des forces — Principe des travaux virtuels . 155




Etude d’une poutre encastrée

Une poutre encastrée a I'une de ses extrémités peut étre schématisée comme l'indique la figure ci-dessous. La
poutre est de section constante, de moment quadratique I, et elle est constituée d'un matériau de module
d'élasticité longitudinale E.

y
N F X
Ya 2
X Y
_)@—> (S) B
z 2 B

Travail demandé

1) Déterminer les expressions des réactions de liaison aux points A et B.
2) Tracer les diagrammes des sollicitations internes dans la structure AB.

Application numérique :
Ondonne: F =700daN;L =3m

Solution

1) Expression des réactions de liaison aux points A et B.

Il s'agit d'un systéme hyperstatique d'ordre 1. Il faut donc établir une équation supplémentaire pour pouvoir
déterminer les réactions de liaison ainsi que les expressions des sollicitations internes dans la structure.

On choisit le systeme isostatique (S,) ci-dessous :

A
(So) B
0 ;I A

On applique a ce systeme isostatique (S,) le chargement du systéme (S) ainsi que la condition de déplacement
au point B. Le systéme (S) est équivalent & :

F X,L

UB:()

1 Mfr(s) Mfx, (s)
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Il suffit de calculer la translation verticale vz du point B en fonction de F et de X, puis d’exprimer la condition de
déplacement du point B :
vB = 0

On obtient ainsi une équation supplémentaire nécessaire a la résolution du systéme. Cette équation
supplémentaire permettra notamment de déterminer I'expression de l'inconnue hyperstatique X .

On calcule la translation verticale v du point B en appliquant le principe des travaux virtuels. Pour cela on utilise
le systeme virtuel (S*) suivant :

® :

9

z
2 A

Mf*(s)

On applique le principe des travaux virtuels au systéme virtuel (S*) dans le champ de déplacement réel du
systeme (S).

Le travail de déformation des contraintes virtuelles dans le champ de déformation réelle est égal au travail
des efforts virtuels dans le champ de déplacement réel.

[ 76 2@+ N ) e@lds = Y[R+ 70

Structure

On obtient I'égalité suivante :

Eilz | mr©-Mi© + MA@ ds = 1-v, =0

Structure

[Mf*(s) - Mfe(s) + MF*(s) - Mfy, ()] ds = 0

Structure

On utilise les résultats des tableaux des intégrales de Mohr pour effectuer les sommes intégrales de ces produits
de moments fléchissants :

1L <1FQ(L+H)+1LXL L=0
6 2 2 2 3 1 -

> FL3 + 1X 13=0
48 377 T
On obtient :

X-SF
17 16
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Etude d'une grue de manutention

Cette étude est tirée d'un sujet d’agrégation.

Une grue est assimilée & un méat vertical OAB, de — N
hauteur h, d'inertie de flexion I,, constante, avec un B
encastrement en son pied O. On note E le module
d'élasticité longitudinale du matériau constituant la
structure.

Un amarrage A est assuré a la hauteur a du sol. )
Les actions extérieures appliquées sur la grue sont
supposées concentrées au sommet B du méat, soit
un couple Q et une composante horizontale F.

=l
&

>

=

<l
<l
Ny
a

~l
Nl

Travail demandé

1) Déterminer les expressions des réactions de liaison aux points O et A.
2) Déterminer 'expression de la translation du point B.
3) Tracer les diagrammes des sollicitations internes dans la structure OAB.

L’amarrage en A présente en fait une certaine souplesse amenant a le modéliser comme un appui simple avec,
en série, un ressort de rigidité k.

4) Déterminer I'expression de la réaction de liaison au point A.
5) Déterminer I'expression de la translation du point A.
6) Déterminer 'expression de la translation du point B.

Application numérique :
Ondonne: E = 2,1.10° MPa; I, = 0,045 m* ; k = 10° N/m; F = 2.10% daN;
Q =115.103daN.m;a =60meth = 110 m.

Solution

1) Expression des réactions de liaison aux points O et A.

Il s'agit d'un systéme hyperstatique d'ordre 1. Il faut donc établir une équation supplémentaire pour pouvoir
déterminer les réactions de liaison ainsi que les expressions des sollicitations internes dans la structure.
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On choisit le systeme isostatique (S,) ci-dessous :

(50)

=l
>

<!
Nl

77777

On applique a ce systeme isostatique (S,) le chargement du systéme () ainsi que la condition de déplacement
au point B. Le systéme (S) est équivalenta :

Q
F
B ¢ B B ?
3 D
y 7z
X,
A + @——A + —A<— + vp=0

©

0 @O

0 Xia
F h—77777— 77777 77
Mfr(s) Mfo(s) Mfy, (s)

Il suffit de calculer la translation v, du point A en fonction de F, Q et X; puis d'exprimer la condition de
déplacement du point A :
UA = 0

On obtient ainsi une équation supplémentaire nécessaire a la résolution du systéme. Cette équation
supplémentaire permettra notamment de déterminer I'expression de l'inconnue hyperstatique X; .
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Méthode des déplacements
Matrice de rigidité d’'une structure

1- Méthode des déplacements

P r - V4 V4 I
-
1-1. Présentation générale

1-1.1 Présentation de la méthode des déplacements

Dans la méthode de forces, les inconnues sont soit les actions extérieures statiquement indéterminées soit les
actions intérieures de liaison. D’'ou le nom de méthode des forces.

Dans la méthode des déplacements, les inconnues sont les composantes du vecteur déplacement de certains
points de la structure, appelés nceuds. D'ou le nom de méthode des déplacements.

1-1.2 Principe de la méthode des déplacements

On effectue les opérations suivantes :
e Ondécompose la structure en nceuds et en barres.

e Onisole chaque barre et on exprime les composantes des actions des nceuds sur les extrémités de la
barre en fonction des composantes de déplacement des extrémités de la barre.

e On écrit I'équilibre de chacun des nceuds sous I'action des efforts extérieurs appliqués et des actions
des barres sur les nceuds. On obtient un systéme d’équations ou les inconnues sont les composantes
de déplacement des nceuds. L’écriture sous forme matricielle de ce systéme d’équations fait apparaitre
la matrice de rigidité de la structure.

[K] : Matrice de rigidité de la structure
[D] : Matrice des déplacements
[F] : Matrice des efforts extérieurs

II suffit d'inverser la matrice de rigidité pour obtenir les expressions des composantes de déplacement
des nceuds. On obtient donc I'égalité suivante :

[D] = [K]™* x [F]

[K]™1 : Matrice inverse de la matrice [ K]

e  On détermine les expressions des actions des nceuds sur les extrémités des barres.
e  On détermine les expressions des sollicitations internes dans la structure.

Méthode des déplacements — Matrice de rigidité d’une structure . 223



wl 2 o o om0 o ]l
Vis 0 12°r = —12%? 6o | | o | | VR
[P I A P % SR NOCTR 0 DA
_______ 19 ey
No B o B 0 | | NG
PRI T R R O A P S

On peut écrire ces relations sous la forme d'un systéme d’équations, dans le repére local lié a la barre AB :

ES

Nyp = —T(UB —uy) + Njp
El El El
Vag = 6L—ZZQA + 6L—ZZQB — 12L—;(v3 —v) + V%
El, El, El, 0
MAB - 4TQA + ZTQB - 6L_2(UB - UA) + MAB
* ES .
Ngy :T(uB —uy) + Ngy
El, El, El, 0
VBA = _6FQA - 6L_ZQB + 12L_3(UB - UA) + VBA
El El El
Mg, = ZTZQA + 4TZQB - 6L—ZZ(vB —v,) + M3,

Les termes N2z, V.35, M35, N2, V2, et M3, représentent les actions du milieu extérieur sur la poutre AB de
longueur L considérée comme bi-encastrée et soumise au chargement p qui peut étre la somme de charges
réparties, de couples et de charges concentrées. Ces actions correspondent aux réactions de liaison aux points
AetB.
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Cette structure hyperstatique d'ordre 1 a deux degrés de liberté :
e () :rotation dunceud B;
e U :translation horizontale du nceud B et du nceud C dans le repére général (0; XY, 7).

Il faut donc établir deux équations d'équilibre.

e Equation d’équilibre relative au degré de liberté Qp

\ _MBC
1 w Q
P

On impose une rotation virtuelle Q0* au nceud B puis on calcule le travail virtuel W * des efforts extérieurs appliqués
au nceud B. Le travail virtuel W* doit étre égal a zéro quelle que soit la valeur de la rotation virtuelle Q" puisque
le nceud B est en équilibre.

wr =Z [F-ui+ @7 - Q] = [-Mpc — Mpa] - Q" =0 vV Q
i
On obtient ainsi I'équation d’équilibre suivante :

—Mge — Mg, =0

e Equation d’équilibre relative au degré de liberté U

}

)
>l

La rotation de la barre AB a pour expression :
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Etude de la structure d’un entrepot

La structure d'un entrepdt peut étre schématisée comme l'indique la figure ci-dessous. On note I, le moment
quadratique de la section transversale des barres et E le module d'élasticité longitudinale du matériau constituant
la structure.

On fera 'hypothése de longueur invariable des barres, ce qui revient a négliger le déplacement des nceuds di a
la déformation axiale des barres.

>
y

=l

~|

ST | :

B C
L/2 =
_)
y
F 7z —1 Z Y
M —
-
L/2 X — %
A —

77 Ve

Ny ~|
T—'
>l <
A
h
v
A
h
~
[\
v
A
bq
~
N
v

Travail demandé

1) Déterminer la matrice de rigidité de la structure.

2) Déterminer les expressions des rotations des nceuds B et C.

3) Déterminer les expressions des sollicitations internes dans la structure.

4) Tracer les diagrammes des sollicitations internes dans la structure en considérant I'expression de la charge F
suivante : F = qL.

5/ Déterminer les expressions des réactions de liaison aux points A, E et D.

Application numérique :
Ondonne: E = 2,1.10° MPa; I, = 1943 cm* ;g = 600daN/m;F =1800daN;L =3m

Solution

1) Détermination de la matrice de rigidité de la structure
La premiére étape consiste a déterminer le nombre minimum de composantes de déplacement (translation et

rotation) qu'il faut se fixer pour déterminer completement toutes les composantes de déplacement du systéme
(compte tenu de I'hypothése de longueur invariable des barres).
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Les degrés de liberté de cette structure sont les rotations Qp et Q.. Les équations relatives aux barres ont donc
la méme expression dans le repére local et dans le repere général.

e Equations relatives a la barre AB dans le repére local lié a la barre

El El El
Mygp = 4TZQA + ZTZQB - 6L_ZZ(VB — ) + Mgy
El, El, El, 0
Mg, = ZTQA + 4TQB - 6?(173 —v4) + Mg,

Pour cette structure ainsi chargée, on peut écrire les égalités suivantes :

MY = 1—12qu etMS, = — éqL2 d’aprés le formulaire des réactions de liaison pour une poutre bi-encastrée.
Q4 = 0, car la liaison au point A est une liaison encastrement, donc la rotation du nceud A est égal & zéro.

v, = 0, car la liaison au point A est une liaison encastrement, donc le déplacement du nceud A est égal a zéro.
vg = 0, car le point B ne peut pas avoir de translation.

On obtient les deux équations suivantes :

M =2 IZQ + qLZ
AB I B 12

M =4 IZQ qu
BA I B 12

e Equations relatives a la barre AB dans le repére général

Les équations sont inchangées :

Myp =2 IZQ + L?
AB . BT q
Mg, =4 IZQ ! L?
BA [ B 1261

e Equations relatives a la barre BC dans le repére local lié a la barre

EI, El, EL, .

Mg, = 4TQB + ZTQC - 6?(1}6 —vg) + Mpc
El El El

Mep =205 +4—20c — 6 (v — v5) + My

Pour cette structure ainsi chargée, on peut écrire les égalités suivantes :
1 1 y N . , . . . .
M3, = SFL etM = — SFL d’aprés le formulaire des réactions de liaison pour une poutre bi-encastrée.

vg = 0, car le point B ne peut pas avoir de translation.

v = 0, car le point C ne peut pas avoir de translation.
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On obtient :

Mpe = 4220, 42520, + 15y
BC L B L C 8
Mep = 2520, +42q, — L5,
CB I B I Cc 8

o Equations relatives a la barre BC dans le repére général

Les équations sont inchangées :

Mge =4 IZQ +2 IZQ +1FL
BC I B L €<Tg
Mcep =2 IZQ +4 IZQ 1FL
CB [ B [ €T g

o Equations relatives a la barre BE dans le repére local lié a la barre

El El, El, 0

Mgy = 4793 + ZTQE - 6?(”5 —vg) + Mg
EI EI EI

Mgp = ZTZQB + 4TZQE - 6L—;(vE —vp) + M3y

Pour cette structure ainsi chargée, on peut écrire les égalités suivantes :

MR = — %FL et M2y = +§FL d'apres le formulaire des réactions de liaison pour une poutre bi-encastrée.
Qp = 0, car la liaison au point E est une liaison encastrement, donc la rotation du nceud E est égale a zéro.

vg = 0, car la liaison au point E est une liaison encastrement, donc le déplacement du nceud E est égal & zéro.
vg = 0, car le point B ne peut pas avoir de translation.

On obtient les deux équations suivantes :

El, 1
MBE = 4'_QB — —FL

L 8
El 1

e Equations relatives a la barre BC dans le repéere général

Les équations sont inchangées :

BE — ] B 8
M EIZ 1
L 8
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